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Abstract. This note is devoted to the study of the links between the Hilbert 
function of a subscheme A of the projective space IP n and its geometric prop- 
erties. We will assume A to be arithmetically Cohen-Macaulay (ACM). This 
allows us to characterize the Hilbert function <f>x of A by an increasing se- 
quence of d integers (mo, . . . ,m £ j_ 1 ), called the (absolute) characteristic se- 
quence of X, d being the degree of A. If Y is an ACM hypersurface of A, we 
characterize the Hilbert function of A by a increasing sequence of d integers, 
called the relative characteristic sequence of Y in A. We study properties of 
these sequences, and study in this context, on a Gorenstein curve A, linear 
systems with maximal dimension with respect to their degree. 



Cette note est consacree a l'etude des relations entre la fonction de Hilbert <j>x 
d'un sous-schema projectif X C P„ (i.e. de son cone associe) et ses proprietes 
geometriques. Lorsque X est un groupe de points du plan, l'etude est largement 
avancee, notamment grace a l'introduction du caractere numerique de Gruson- 
Peskine ([E]). On a montre en particulier dans [2] comment on pouvait retrouver 
la description geometrique des systemes lineaires de dimension maximale sur une 
courbe plane X, donnee par Ciliberto dans 0] lorsque X est lisse, grace a ce car- 
actere numerique. Pour n > 3, le probleme etait pose depuis longtemps de trouver 
une generalisation adequate du caractere numerique pour les groupes de points dans 
P n , en particulier pour l'etude des groupes de points et des systemes lineaires sur 
les courbes algebriques de TP n - On propose ici une telle generalisation, en intro- 
duisant le concept de suite caracteristique relative d'un groupe de points sur une 
courbe algebrique arithmetiquement Cohen-Macaulay (ACM). La motivation orig- 
inelle etait de generaliser cette description geometrique des systemes lineaires de 
dimension maximale obtenue pour les courbes planes, aux courbes de Gorenstein. 
On pense ici en particulier aux theoremes obtenus pour les intersections completes 
par C. Ciliberto et R. Lazarsfeld dans |3| et par B. Basili dans 1. L'objectif n'est 
pas encore atteint, mais on a les resultats suivants. 

Etant donne un sous-schema projectif ACM X C P„ non-degenere de dimension 
77i et de degre d, l'anneau gradue projetant Ax ■— A n /Ix de X s'ecrit Ax = 
J2iZo A m [—mi] (A m — k[Xo, . . . , X m ]), les m s etant une suite croissante de d entiers 
caracterisant la fonction de Hilbert de X, appelee sa suite caracteristique. On pose 
aussi: U := card{j /rrij = i}. On a : 

1. Iq = 1, l± =p := n~m. Si U = 1, alors > p. De plus, h verifie la condition 
de croissance de Macaulay (cf. 0); en particulier si li = 0, k + i = 0. 

2. Si X est contenu dans X', la suite caracteristique de X est contenue dans celle 
de X'. 
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Soit maintenant Y C A une hypersurface ACM dc A. On pcut caracteriser 
la fonction de Hilbert par une suite croissante de d entiers (rii), appelee sa suite 
caracteristique relative (a X), ou s.c.r. . On a alors : 

3. rii > rrii. De plus, la suite caracteristique absolue (m'j) de Y est formee 
par les entiers m n , . . . , n — 1, . . . , m^-i, . . . , rid-i — 1. Si Cj := card{j/rrij < i}, 
di := card{j/n,j < i}, et Z- :— card{j/m'j — i}, on a l[ — q — verifie la condition 
de croissance de Macaulay. 

4. Si Y, de s.c.r. (rij), et la section H s de X par une hypersurface de degre s sont 
lies dans une hypersurface ACM Y' de X, de s.c.r. (rii)' , on a n[ = n, + s. 

5. Si y est contenue dans Y' sur A, alors on a : rij < n\. En particulier, ni> rrii, 
et si A est irreductible, < n + m,. 

6. Si A est irreductible, on a aussi: n i+ i < rii + 1. 

7. Supposons A de Gorenstein. Alors, pour deux hypersurfaces ACM 7,7'cl 
liees dans une section A n i? de A avec une hypersurface H de degre s, on a 
n- + n d _i_i = + s. 

8. Soit d, a e IN, et a := sd — r,r < d. Soit A le residuel d'une intersec- 
tion complete (l,r) dans une intersection complete (s,cZ). Soit A une hypersur- 
face irreductible. Alors, pour toute autre hypersurface ACM Y C A, on a (V/ > 
0)</>y(7) > 4>a{1)- De plus (VZ > O)0y(Z) = 0a(Z) ssi F est comme A le residuel 
d'une intersection complete (l,r) dans une intersection complete (s,d). 

9. Pour une hypersurface irreductible Ade degre d generate, les conditions necessaires 
rii > i, < «i + 1 ne sont pas suffisantes pour l'existence d'un Y sur A realisant 
(rii). Mais si A est plane, elles le sont. 

10. Soit A une courbe de Gorenstein, et Y localement principal sur A. Alors, 
on a : h°(Ox{Y)) = 1 + degiY) — ^y(mj_i — 2). Si A est une courbe plane, 
on reetablit a partir de la la description geometrique des systemes lineaires de 
dimension maximale sur A. On discute pour terminer la question suivante. Pour 
tout degre s, les hypersurfaces de degre s determinent sur A un systeme lincairc 
complct de degre sd; soit r(sd) sa dimension. Peut-on montrer, comme pour les 
courbes planes, que rcciproqucment, pour s < m^-i — 2, toute serie lineaire de dege 
sd et de dimension r(sd) est dcterminee par les sections de A par une hypersurface 
de degre s ? 

Certaines definitions et demonstrations auraient pu etre omises dans ce qui suit, 
mais nous avons prefere supposer le minimum dc connaissances, ce qui permct dc 
nous adresser a un plus large public. 

Mots cles : Fonction de Hilbert, intersection complete, groupes de 
points, systemes lineaires. 

1. Rappels 

Soit k un corps algebriquement clos de caracteristique nulle. k n+1 est naturelle- 
ment muni d'une structure de schema, note A n+1 , d'anncau A n := fc[Ao, . . . , A„]. 
Etant donne un ideal / de A n homogene (i.e. engendre par des polynomes ho- 
mogenes), on lui associe un cone X := C(I), sous-schema de A n+1 defini par: 

i) Son support, l'ensemble S(I) des points de k n+1 sur lesquels tous les polynomes 
de I s'annulent. 

ii) Son anneau, l'anneau (gradue) Ax ■= A n /I = ®;Ax(Z). La dimension du 
cone A (ou de son anneau Ax) est la longueur de la plus longue suite strictement 
croissante d'ideaux premiers de Ax- La dimension est nulle ssi S(I) — {0}. 

Par convention, le cone vide 0, associe a l'anneau nul, a toutes les dimensions. 

Pour un ideal homogene / de A n , considerons une decomposition primaire (ho- 
mogene) : / = fl-L 1 (3j. Les radicaux Pi := \[Qi sont bien determines par /; cc 
sont ses ideaux premiers associes. Les composantes irreductibles sont les C(Pj). Les 
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composantcs primaires Qj dont l'ideal premier associe Pi = \[Qi est minimal, i.e. 
ne contenant strictement aucun Pj(j ^ i) sont bien determinees par /. Lcs autres 
composantes Qi ne sont pas determinees univoquement par /; les composantes 
irreductibles C(Pj) correspondantes sont dites immergees. 

Soit 1(1) := IC\A n (l). Si 1(1) = (A n )(l) pour I grand, on dira que I est irrelevant. 
II revient au meme de dire que sa racine est l'ideal maximal (Xq, . . . , X n ). Sinon, 
I est relevant. I est irrelevant ssi S(I) = {0}. On definit I sat comme l'ensemble 
des polynomes P tels que pour un certain entier to, la multiplication de P par un 
polynome homogene quelconque de degre to appartient a /. Alors I sat est aussi 
l'intersection des composantes relevantes d'unc decomposition primaire. I = I sat 
equivaut done a l'existence d'une decomposition primaire sans composantc irrclc- 
vante. On dit alors que I est sature. Le cone C(I) (rcsp. l'anneau A/ 1) est dit pro- 
jectif si I est sature. A un ideal homogene /, on associe un faisceau I, dont la fibre 
en x € P n est l'ensemble des fonctions rationnclles / := g/h, h(x) ^ 0. Ce faisceau 
definit un sous-schema de JP n , ou un sous-schema projectif. On le note Proj(A n /I), 
ou V(T). Deux ideaux I ct J de A n definissent done le meme sous-schema projectif 
ssi I sat = J sa t, ou encore // = J; pour I » 0. L'application / Proj(A n /T) est 
done bijective entre les ideaux homogenes satures, et les sous-schemas projectifs de 
P„ non vides. On note son inverse Ih/ x . On note Ax = A n /Ix Vanneau gradue 
(projetant) du sous-schema projectif X. La dimension du sous-schema projectif X 
est cellc de Ax, moins 1. On identificra souvent par la suite le cone C(I) avec 
l'anneau gradue A n /I qui le definit, et avec le sous-schema projectif V(T) lorque 
l'ideal est sature. On dira que X est de dimension pure m si toutes ses composantes 
irreductibles sont de dimension m. On appelle courbe algebrique (projective) un 
sous-schema projectif de dimension pure 1, et groupe de points un sous-schema 
projectif de dimension pure 0. 

Etant donne B une k— algebre graduee de type fini, on note B(l) C B le k— sous- 
espace vectoriel des elements de degre I, et son rang sur k,(j>B(l) ■= rgk(B(lj), sa 
fonction de Hilbert; pour B = Ax = A n /Ix, on note 4>x sa fonction de Hilbcrt. On 
note B[m] l'algebre graduee definie par la graduation B[m](l) := B(m + /). 

Si X ct Y sont deux cones de A n+1 , dermis respectivement par les ideaux Ix et 
Iy, on definit le cone XC\Y par l'ideal Ix+Iy, et le cone XUY par l'ideal Ixfl/y. Si 
X ct Y sont projectifs, XUY Test aussi; mais Xl~)Y en general ne l'est pas. Si X ct 
Y sont des sous-schemas projectifs, on a done IxnY = (Ix H ^y) sat - Soit X un cone 
de A n+1 , d'anneau Ax - Un polynome homogene h e Ax est regulier si la multipli- 
cation par h est injective dans Ax- Pour qu'il existe un element regulier, il faut et 
il suffit que X soit projectif. Dans ce cas, si H := C((h)), on a AxnH = Ax/hAx- 
Une suite (/i, . . . , f r ) de polynomes homogenes est reguliere dans Ax si pour tout 
i, 1 < i < r, la multiplication par est injective dans Ax/(fi, ■ ■ ■ , fi-i)Ax- 

Definition 1. Le cone A (resp. son anneau Ax, resp. le sous-schema projectif 
X' := Proj(Ax)) est dit arithmetiquement Cohen- Macaulay (on notera ACM par 
la suite) si il existe une suite reguliere de m :— dim(X) — dim(X') + 1 polynomes 
homogenes dans Ax ■ 

Alors, soit X un cone projectif de dimension m > 1 et h un element regulier. 
Alors, X est ACM ssi X n C((h)) est ACM de dimension m — 1. En particulier, 
soit X un cone ACM de dimension m. Alors, toute suite reguliere non prolongeable 
est de longueur to. Pour qu'une suite (hi, ... , h s ) de s < to polynomes homogenes 
forme une suite reguliere, il faut et il suffit que le support de XC\C((h\ , . . . , h s )) soit 
de dimension (pure) m — s. En particulier, to formes lineaires generiques formcnt 
une suite reguliere. 
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2. Suite caracteristique d'un sous-schema projectif ACM 

Soit X un cone ACM de dimension pure m+l>Q,lo,..., Y m une suite reguliere 
de formes lineaires pour Ax- Soit Zt, . . . , Z p (p := n — to) un systeme de coordonees 
homogenes complementaire. 

Lemme 1. Le R m — module Ax (ou R m := k[Yo, . . . , Y m \) admet une base eo, . . . , &d- 
formee de monomes de k[Zi, . . . , Z p ] : Ax — ffl^r 1 i? m [— mj, = too < • • • < rrid-i, 
mi = deg(ei). 

Preuve. La demonstration se fait par recurrence sur to. On commence par m 

I (i£_i := k). X a alors pour support {0}, et Ax(l) = pour I assez grand. 
Ax est done un k— espace vectoriel de dimension finie, soit d. Si yo, ■ ■ ■ , yi est un 
systeme de generateurs forme de monomes de k[Z\, . . . , Z p ], on peut en extraire 
une base pour Ax, soit par exemple yo,...,yd\ si on pose rrij = deg(yi), on a 
Ax ~ ©f =0 fc[— mi]. Supposons montre le lemme pour to — 1. Soit X de dimension 
to + 1, et Yq, . . . ,Y m une suite reguliere de formes lineaires dans Ax- Alors la 
multiplication par Y m est injective dans Ax, et si X' = X n {F m = 0}, le fait 
que X est ACM implique que X' est ACM de dimension to. Considerons Rm-i — 
k[Yo, . . . , y m _i]; d'apres l'hypothese de recurrence, Ax> admet une base eo, . . . , &d-\ 
sur R m -i- Soit e' , . . . , e' d _ 1 dans Ax tels que e$ = e^mod^Ym) dans Ax'- Alors 
e , . . . , e' d _i forment une base du R m — module Ax- Supposons en effet donnee une 

relation Yl7=o a 'i e 'i = ^" Alors, prenons-la modulo i^; on obtient X^^o a « e « = ^' 
avec Oi = a^modYm. On en deduit aj = 0, done est multiple de Y m : a[ = Ymb^. 
Comme la multiplication par Y m est injective, on obtient J2i=o ^i e 'i = ®> ma i s alors 
b[ est comme multiple de Y m . De proche en proche, on voit que a' t est multiple 
de Y^ pour tout j £ IN, ce qui implique a- = : le systeme {e' , . . . , e^_ x } est 
libre. Montrons maintenant qu'il est generateur. Soit M' le sous- R m — module de 
Ax engendre par e' , .. . , e' d _ 1 . Soit x £ M'; on a xmodY m = J2i=o a » e * dans Ax>, 
d'ou x - YHZq o-Wi € 5"m Ax • On a done A x /M ' C F m A x /M'. Comme A x /M' est 
gradue, on en deduit Ax /M' — 0. □ 

Lemme 2. Soit (mi)o<i<d-i et (m0o<i<d'-i deux suites croissantes. Si^iLo* ^m+i- 
SiLo* Cm+/-m' -P owr ^ ou ^ entier I, alors d — d' , et mi — m! i pour < i < d — 1. 

Preuve. Defmissons pour une fonction <f> : 7L — > 7L sa difference A0(7) := <p(l)—<j)(l— 
1), et posons la definition recursive A™ +1 = AA n (j). Pour 0(7) := X^Zo ^m-H-m-' 
on verifie que A m+1 (/>(7) est egal au nombre de rrij egaux a(. □ 

On voit done que la suite (mi)o<i<d-i definie ci-dessus ne depend que de la 
fonction de Hilbert <fix de Ax — ©jto-flVrJ— m i\ e ^ ^ a caracterise. Si Ton definit le 
degre de X comme le coefficient de l m /m\ dans son polynome de Hilbert Px(l), on 
voit que d est egal au degre de X. 

Definition 2. La suite (rrii)o<i<d-i, qui caracterise 4>x , est la suite caracteristique 
(absolue) de X. 

On pose li := card{j /rrij = i}. Soit c > un entier positif. On definit la 
d— ieme representation de Macaulay de c comme l'unique ecriture de c de la forme 
c = Ct + Cf^ 1 h Cl , avec k d > kd-i > • • • > k s > S > 0. On definit de plus 

"■d "'d — 1 ""O 

c <d> ._ C^^ + C^ +1 • • • + Cfi^i- La suite (a/) /g ]N s'appelle une 0— suite si pour 
tout Z G AT, a/+i < a; <Z> . On sait alors (cf. par exemple 0) que pour tout cone X, 
la suite a/ := </>x(0 satisfait a la propriete d'etre une 0— suite. Si X est de Cohen- 
Macaulay de dimension to + f , il en est done de meme des suites a ; s := A s <px(l) 
pour tout s, < s < m + 1. 
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Comme U = A m+1 <f)x(l), on en deduit: 
Lemme 3. La suite U est une 0— suite. 

On voit en particulier que de l\ — p, on tire lj < C?_ 1+ ,-. On voit de la 
demonstration du premier lemme que le plus petit degre d'une hypersurface con- 
tenant X est egal a min{j, lj < Cp_ 1+ j}. 

Soit H := {h = 0} un hyperplan coupant X proprement. La demonstration du 
lemme ^nous montre que la suite de X n H est la meme que celle de X . On a aussi 
(f>xnH = &4>x- 

Lemme 4. Soit Yq, . .., y m une suite reguliere pour Ax- Soit Y une combinaison 
lineaire des coordonnees homogenes Xi, Y := 2i=o a *-^»> 9 M * n' est pas combinaison 
k— lineaire des Yj. Alors soit ixy : JP n — > IP m+ i, (Xq : . . . : X n ) i— > (Yq : . . . : Y m : 
Y). On peut choisir Y de sorte que X' = 7ry(X) soit une hypersurface de degre 
d ne passant pas par (0 : . . . : : 1); alors 1, . . . , Y^ 1 forment une base du sous- 
R m — module Ax> C Ax- De plus, si m := dim(X) > 1, il en est ainsi pour tout 
choix de Y . 

Preuve. Par hypothcse, {Yq — 0, . . . , Y m — 0} ne rencontre par X. Par consequent, 
le point (0 : . . . : : 1) n'appartient pas au support de X'. Si m > 1, le degre n'est 
pas change. On en deduit que 1, . . . est une base du R m — module Ax> ■ Si 

m = (X est un groupe de points), on peut choisir Y de fagon a eviter les points 
alignes, de sorte a avoir deg(X') — deg(X). □ 

Les suites (mj) et (U := card{j /rrij = i} verifient les proprietes suivantes: 

Theoreme 1. Iq = 1, l± = p, ou p est la codimension de X, suppose non-degenere 
(i.e. non contenu dans un hyperplan). De plus, V ensemble des indices j tels que 
lj 7^ est connexe. Enfin, supposons m > 1. Alors, si U — 1, et li+x ^ 7 on a 
h+i > P- 

Preuve. Comme 4>x(0) = 1 et (j>x{— 1) = 0, il y a exactement un rm egala 0, i.e. 
rn = et toi > 0. Soit Mi, . .. ,Mi les elements de degre 1. Considerons une base 
complementaire Y m+1 , . . . ,Y n de A n (l). Ecrivons Y m+ j = Zj + a\Mi + ■ ■ ■ + ajMi, 
pour j — 1, . . . , n — m = p, et a\ S k,Zj e R rn (l). Si on avait / < p, on en 
deduirait une relation lineaire entre les Yi , ce qui est impossible puisque X est non 
degenere. D'autre part, 1, M%, . . . ,Mi sont des R m — combinaisons independantes de 
1, Y m+ i, . . . , Y rn+p . Ce serait impossible si I > p. On a done / = p. Supposons li = 1. 
Soit Mj l'element de degre i. Alors supposons ij+i < p. Alors on pourrait trouver 
une combinaison Y — a\Y m +\ + • ■ • + a s Y n k— lineaire des Y m+ \, . . . , Y n telle que 
YMj appartienne au R m — module engendre par Mq, . . . , Mj. Mais alors pour tout 
I < i, Y Mi appartient aussi a ce i? m — module, puisque Mj est le seul generateur en 
degre i. Le theoreme de Cayley-Hamilton nous donne alors un polynome de degre 
j + 1 en Y a coefficients dans R m qui est nul. Mais le lemme precedent nous dit 
que 1, Y, . . . , Y d ~~ x sont R m — lineairement independants, si to > 1. Si to > 1, on en 
deduit j = d — 1, i.e. si li + i ^ 0, ij+i > p. 

II y a deux manieres possibles pour montrer mj+i < mi + 1. La premiere est de 
dire que U est une 0— suite. Pour la deuxieme, considerons la multiplication par une 
forme lineaire Y dans Ax- Soit Mq, . . . ,Md-i une base du R m — module Ax, avec 
m% = deg(Mi). On a : Y Mi = X]j=o m ijMj, avec degimij) — mi—rrij+l. Supposons 
m,+i > rrii+X, pour un i, < i < d—2. Alors on aurait m^j = pour k < i, j > 
pour des raisons de degres. On en deduit que Y determine un endomorphisme du 
R m — module engendre par Mq, . . . , Mj, de matrice M', sous-matrice de M = (mtj). 
D'apres Cayley-Hamilton, on en deduit det(M' — Y Idi + i)MQ — dans Ax- Mais 
Mq est de degre 0, done on peut supposer M = 1. On en deduit P{Yq, . . . , Y m , Y) = 
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det(M' — YIdi + \) = dans Ax- Mais P est un polynome de degrc i+1 < d. Cela est 
impossible si Ton choisit Y d'apres le lemme precedent tel que deg(X) = deg(X'). 
On a done m i+ i < rrii + 1. □ 

Corollaire 1. Supposons X de dimension m > 1 et de codimension p > 2. Alors 
:m d -i < [(2d-l)/3]. 

Preuve. On a en effet - m t < 2. Sinon, on aurait mi + 3 = m, + 3, done 

rrii + i — rrii + 1 et TOj + 2 = m, + 2, ce qui est impossible d'apres la proposition 
precedentc. □ 

Corollaire 2. Soit X un groupe de points. Soit r le nombre maximum de points 
alignes de X. Alors rrid-i < r + [(2d — 2r — l)/3]. 

Preuve. On choisit Yq tel que {Yq — 0} ne rencontre aucun des points d'intersection 
de deux droites distinctes joignant deux points de X. Alors la projection a partir 
d'un point de {Y = 0} applique X sur un groupe de points de degre > d — r + 
1. L'inegalite — rrii < 2 reste done valable tant que i < d — r, d'apres la 

demonstration precedente. Pour i > r, on a mj+i < m t + 1. □ 

Remarque. Lorsque que X est un groupe de points, on definit classiquement 
son indice de separation e(X) comme l'entier max {7, ^ 0} , entier au-dela 

duquel <f)x est constante. On voit alors facilement e(X) = m^-x — 2. 

Corollaire 3. Si X C lP n est un groupe de points, <j)x est strictement croissante, 
jusqu'd etre constante. 

Preuve. On a en effet 4>xi}) — X^=o^- 4>x(J> + 1) = 4>x(l),& lors k + i — 0, et 
4>x{j) = <f>x{l) pour tout j > I. □ 

Pour X est une intersection complete generique, de dimension m, on peut calculer 
explicitcment les monomes (a) generateurs du i? m -modulc Ax- Soit L := {Yo = 
■ ■ ■ = Y m } C JP n une sous-variete lineaire de codimension m + 1. Soit Z\,...,Z P 
des coordonnees homogenes complementaires. Alors: 

Lemme 5. Pour une intersection complete generique X (ne rencontrant pas L), 
les monomes Z} 1 . . . Z P P ,0 < i\ < d\ — 1, . . . , < i p < d p — 1 forment une base 
du R m — module Ax- En particulier, pour un tel X generique, les equations de X 
peuvent s 'ecrire de maniere unique sous la forme: 

Zt = £ cjY 1 , 

I=(i a ,...,i n ),i 1 -\ Hn=d 1 ,i m+1 <d 1 ,...,i n <d p 

Y«* = 

/=(^o,■■■,^n),^l^ Hn=d p ,i m+1 <d% ,. . . ,i n <d p 

oil Y 1 := r Jl . . . Y^Z\ m+1 ...Zp et cf e R m . 

Preuve. On se ramene au cas m = — 1, i.e.: pour des coordonnees homogenes Yj :— 
Y7i=o a ijXi(0 < j <p—l) generiques, les monomes 

Y 1 := Y^> . . . Y^ 1 ,i <di,...,i p -i<d p 

forment une base du k— espace vectoriel k[X , ■ ■ ■ , A p _i]/ (Pi, . . . , P p ), lorsque les 
polynomes homogenes Pi, de degres respectifs di, n'ont pour zero commun que 
l'origine de k p . □ 

On retrouve en particulier les entiers mj = ii + ■ ■ ■ + i p , pour les intersections 
completes. 
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Lemme 6. Si X' C X est un sous-schema de X, alors pour tout m > 0, A J ((j)x — 
4>X') > pour tout j < h(X) (oil h(X) est la longueur maximale d'une suite 
reguliere de Ax )■ 

Preuve. On fait une recurrence sur h(X). Pour h(X) = 0, l'inegalite <f>x > (f'x 1 
provient de la surjectivite de Ax — > Ax'- Supposons montre le lemme pour h(X) < 
s; supposons h(X) = s. Alors soit h un element regulier de Ax- Alors Phypcrplan 
H = {h = 0} coupant X proprement, et Atfix = 4>xnH- Comme X'C\H C XDH, on 
en deduit A0x > 4>x>nH > A^x', done A(4> x - 4>x>) > 0. De plus, h(X CiH) < s. 
L'hypothese de recurrence nous permet de conclure. □ 

Corollaire 4. Si X et X' C X sont deux sous-schemas ACM projectifs de dimen- 
sion m, la suite caracteristique de X' est "incluse" dans celle de X . 

Preuve. En appliquant le lemme ci-dessus, avec h(X) = m + 1, on voit d'apres ce 
qui precede que le nombre l'j de egaux a j est inferieur au nombre lj de rrii 
egaux a j, pour tout j. □ 

Lemme 7. Supposons X de Gorenstein. Alors on a : rrii + rrid-i-i = md-i- 

Preuve. Soit wa x l e module dualisant de Ax- On a, comme Ax est un R m — module 
libre, oja x — HomR rn (Ax,ojR m ). Comme u>R m ~ R m [—m — 1], on en deduit oja x — 
®iZo^-rn[i r ni — m — 1]. D'autre part, comme X est de Gorenstein, on a u>a x — Ax [s] 
pour un certain entier s. 

On en deduit que les deux suites croissantes (m^ — m — l)j et (s — md-i—i)i 
coincident, et done : s = m<j_i — m — 1, et m,i + m^-i-j = fn^-i- Q 

3. Suite caracteristique relative 

Soit maintenant Y C X une hypersurface ACM de X . On va introduire la suite 
caracteristique relative (a X) de Y, pour profiter de l'information que Y est contenu 
dans X. 

Soit FcX, avec A ACM de dimension pure m > 1 et Y ACM de dimension pure 
m — 1 dans X. Le morphisme surjectif Ax — > ^4y a un noyau 2y/x — Iy/Ix- Soit 
loj ■ ■ ■ 7 formes lineaires definissant un sous-espace projectif ne rencontrant 

pas X. On pose encore R m := k[Y , . . . , Y m ]. 

Lemme 8. Pour Y C X , Iy/x es t un Rm — module libre gradue. 

Preuve. Considerons la suite exactc — > -fy/x ~^ Ax — » ^4y — > 0. On a vu que 
est un i? m — module libre gradue. Par ailleurs, Yq = ■ ■ ■ = Y m = 0, ne rencontrant pas 
X, ne rencontre pas non plus Y. Le theoreme des syzygies gradue (cf. Appendice) 
permet de conclure que Iy/x es t aussi un R m — module libre. □ 

Definition 3. La suite (ni) est la suite caracteristique relative (a X) de Y . On 
notera par la suite s.c.r. pour suite caracteristique relative. 

Lorsque Y est de codimension deux et X est une hypersurface de degre minimal 
qui le contient, on retrouve le caractere numerique de Y, introduit par Gruson et 
Peskine dans (|H|). 

Lemme 9. Soit X et Y C X deux sous-schemas projectifs. Soit h une forme 
lineaire qui determine une multiplication injective dans Ax et dans Ay, et H := 
{h = 0}. On a I Yn H/xnH - ly/x/hly/x- 

Preuve. Appliquons a la suite exacte — > Iy/x ~ * Ax — > Ay — > le foncteur 
®A n A n jhA n . On obtient, comme M®aA/I ~ M/IM et que le foncteur est exact a 
droite, la suite exacte : Iy/x/hly/x — * ^4x/^x — ^benff - * Ay/hAy ~ ^4ynH — ► 
0. On veut montrer que la premiere fleche de cette suite est injective. Pour cela, 
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remarquons que la suite exacte est en particulier une suite exacte de k— espaces 
vectoriels. Puisque la multiplication par h est injective dans Ax, elle Test aussi 
dans Iy/x, et done 4>i y/x /m y/x = &<Pi Y /x- Mais ^iy/x = <i>A x -^>A v - On en deduit 
(j){I Y / x I hly / x) = A<t>x — A(/)y = 4>xnH — 4>yc\H, ce qui nous montre que dans la 
suite exacte de k— espaces vectoriels Iy/x /hly/x ~~ > AxnH — ► Ay n H — > 0, la 
premiere fleche est injective (sinon son noyau nous conduirait a une contradiction) . 
On a done bien une suite exacte de A n — modules — > Iy/x/hly/x ~~ * AxnH — * 
A YnH -> 0, done Iy/x/hly/x - lynH/xnH- □ 

Dans ce qui suit, X est un sous-schema projectif ACM, de suite caracteristique 
(rrii), et Y une hypersurface de X, de s.c.r. (ni). On deduit du lemme precedent: 

Corollaire 5. Si I'hyperplan H coupe X etY proprement, la s.c.r. de YnH dans 
X D H est la mime que celle de Y dans X . 

Theoreme 2. Si Y C X (m > I) est une hypersurface ACM de X, on a (Vi)n< > 
•mi. De plus, si Y' , de s.c.r. (n'A, contient Y, on a : (Vi)n^ > rij. 

Preuve. Montrons n\ > n*. Soit H := {h = 0} un hyperplan coupant X, Y, et Y' 
proprement. On a encore Y H C Y' H dans X H. Par ailleurs, la s.c.r. de 
FniJ (resp. Y'nH) dans XC\H reste inchangee. II sufEt done de montrer l'enonce 
pour m = 0, i.e. pour Y et Y' de support {0} dans A n+1 . 

Posons l k (l) = {I + 1 - k)+ - {I - k)+ = 1 si I > k, sinon. (j)y{l) < (j)y(l) se lit 
alors : 

d-i d-i 

£i^(0<EM0- 

j=Q i=0 

L'inegalite ci-dessus nous donne pour / = n' Q que no < n' . Supposons qu'on ait 
montre que pour tout j < i,n,j < n'j. 

Alors pour un j < i, l n i (nQ — 1, et l rij (n'A — 1 car nj < n'^ < n[. 

Si n\ < ni, on aurait pour j > i n\ < ni < nj done l n -(n^) = 0. L'inegalite 
ci-dessus ne serait done pas verifiee puisque l„<(n^) = 1. On a done n[ < ni, pour 
tout i. 

Montrons maintenant n, > mj. On a une injection gradueeffiii?[— n^] — > ©ji?[— raj. 
De X)j=o ^ (0 < J2i=o {I), on deduit n. t > m*. □ 

Considerons deux resolutions libres — > (BiR m [— ih] — * ©i-Rm[ — ^i] - * - * 
et — > ©i-R m [— n'A\ —> ©ji? m [— m i] - * Ay — ► (eventuellement infinies) du sous- 
schema ACM y. Alors, le lemme nous montre que (ni) © (m£) = (n'A © (Wj), 
ou Ton definit la somme © des suites en additionnant les largeurs U associees. En 
particulier, si la suite (m'i) (resp. (n'A est obtenue a partir de (mi) en supprimant 
certaines valeurs, la suite (n'A (resp. (rn'A) est obtenue a partir de m (resp. de (mi)) 
en supprimant les memes valeurs. En particulier, on en deduit la relation entre les 
suites caracteristiques absolues et relatives: 

Lemme 10. La suite caracteristique absolue (m'i) de Y est egale a : 

(m ,m + 1, . . . ,n - 1) © (mi, . . . , ni - 1) © (md-i, ■ n d _i - 1). 

Preuve. On considere la suite exacte — ► ®iZo^m[— n i\ ®i=o^-m[— mi\ — > 
Ay -> 0. On ecrit R m = ®°t R m -i[-j], ou R m -\ = k[Y , . . . , Y m _i]. On en 
deduit la suite exacte de R m -\— modules : 

— ► ®0<i<d-l,0<j<ooRm-l[— n% — j] — > ffio<i<d-l,0<j<oo^m-l[— m i ~ j] ~^ Ay — > 

Par ailleurs, on suppose que {Yq — 0, . . . , Y m _i = 0} coupe Y proprement. Alors on 
sait que Ay ~ ffiji? m _i[— m^] pour certains entiers m^-. La remarque precedant le 
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theoreme montre que la suite (m-) est obtenue a partir de la suite exacte precedcnte 
en supprimant les doubles. □ 

On peut reconstruire en sens inverse la suite (rij) avec des suites caracteristiques 
absolues (mA et (m'A de X ct Y. En particulier, on voit que si a := card{j/rrij < i}, 
di := card{j/rij < i}, ct l\ := card{j /m'j = i}, on a l[ = Ci — di. On a done la 
proprictc supplcmentaire sur les nc 

Lemme 11. Ci — di est une 0— suite. 

Supposons que le sous-schema X est de Gorenstein, et que Y ct Y' sont liees 
dans la section de X par une hypersurface H de degre s (ci. Appendice). Alors, on 
peut dans ce cas relier entre elles les s.c.r. respectives (nA et (n'A de Y et de Y' 
par la formule suivante: 

Theoreme 3. n.i + n' d _ 1 _ i = rrid-i + s. 

Preuve. Soit Y et Y' liees dans XtlH, avec H defini par un polynome homogene de 
degre s. Considerons la suite exacte — > Iy/x — * Ax — > Ay — > 0. On lui applique le 
foncteur Houia x (•, Ax). D'abord HomA x (Ax, Ax) — Ax; l'isomorphisme associe 
a 4> G HorriA x (Ax , Ax) sa valeur 0(1). De plus, HomA x (Ay , Ax) = 0. En effet, 
soit G Hom,A x (AY,Ax). Comme Ay = Ax/(/r/x), on peut associer a </> canon- 
iquement un morphismc (f> e HoniA x (Ax , Ax), done un element a = </>(l) e Ax- 
On doit avoir ax = pour tout ir e iy/x- Choisissons x dans Iy, ct x n'appartenant 
a aucun des ideaux premiers Pi associes a Ix (cela est possible d'apres le lemme 
d'evitement puisquc Iy ne peut etre contenu dans aucun des Pi). Alors acl(x) = 
impliquc a = 0. 

Considerons maintenant Horn a x (Iy/x, Ax). La multiplication par h definit un 
isomorphisme de Ax— modules IxnH/x — Ax [—s] . A un morphismc <f> e HonriA x (Iy/x , 
correspond done bijectivement un morphismc de Iy/x dans Innx/xis]- Comme Y 
ct Y' sont lies dans X n H, on a HorriA x (Iy/x , Ixhh/h) — Iy /x ■ On a done bien 
Hom Ax (Iy/x, A x ) ^ V/xW- 

Enfin, on a evidemment Ext\ x (Ax, Ax) = 0, d'ou une suite exacte de Ax— modules 
: — > Ax — > iy'/x[ s ] — * Ext \ x (Ay, Ax) — > 0. On en deduit une suite exacte de 
i? m -modules: 

-» ®i? m [-mi] -» 8i2m[-n5 + s] ^ £7xti x (Ay , Ax) ^ 
De meme, appliquons a la suite exacte — > Iy/x — * Ax — > Ay — > le foncteur 

Hom Rm (;R m ). 

On a Hom,R rn (Ay,R m ) = 0. En effet, soit </> G Homn m (Ay , R m ). Comme 
Ay = Ax /(Iy/x), on P eu t lui associer un morphisme <p G HomR m (Ax,R m ), 
qui est determinee par ses valeurs eo, . . . , e<i_i G i? m sur une base /o, . . . , /d-i 
du R m — module Ax- doit s'annuler sur Iy/x; soit Qj = ^2jO-i,jfj une base de 
Iy/x - On a pour tout i : J2j a i,j e j = 0. Mais comme les Qj sont i? m — independants, 
il n'y a pas de relation sur R m non triviale entre les colonnes de la matrice aij, 
done pour tout j, ej = 0. 

Enfin, Ext Rm ( Ax , R m ) — (puisque Ax est un R m — module libre). On obtient 
done la suite exacte 

-» eii? m [m,] -» 0ii? m H -> ^4 m (Ay,ii m ) -> 

Mais Ext R (Ay,wn m ) ~ Ext\ ( Ay , u>a x ) — comme i? m — modules, avec 

= J?[— m — 1] ct w J 4 x ~ Ax[m,d-i — m — 1] comme on l'a vu. 
D'ou les suites exactes : 

— » 0_R m [m d _i - m - 1 - mj — » ®i? m [-n- + s + m d _i - m - 1] — » — > 
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et : 

— > ®R m [mi m 1] > ®R m [n % — m — 1] — > cja^ — * 0. 
Comme les suites (rij) et (n^) sont par definition croissantes, et comme on a 
vu que les suites (rrid-i — m — 1 — m</,— i-i)i et (m, — m — 1)< coincident, on en 
deduit l'egalite des suites (m^i — m — 1 + s — n' d _ 1 _ i )i et (n^ — to — 1)»; done 
ni+«i_i_j = s+ m ( (_i, □ 

Corollaire 6. fifoii X est de Gorenstein, et s le plus petit degre d'une hypersur- 
face contenant Y sans contenir aucune composante de X. Alors, m < s + mi- En 
particulier, si X est irreductible, on retrouve n, < no + . 

Preuve. Soit i? une hypersurface de degre s contenant y, et qui coupe X propre- 
ment. Soit alors Y' le residuel de Y dans X PI H . Soit (nQ sa s.c.r. . On a d'apres 
le theoreme precedent n.j = s + m^-i — n' d _ 1 _ i ; comme n' d _ 1 _ i > m^-i-j, on a : 
rij > s + 771^-1 — rrid-i-i = s + rrti. Si X est irreductible, le premier generateur ao de 
Iy/x definit une hypersurface de degre no contenant Y et coupant X proprement, 
done ni < no + mi. □ 

Soit H une hypersurface de degre s. Si H 8 := X C\ H et l'hypersurface ACM 
Fsont lies dans une autre hypersurface ACM Y' = Y UH S , on peut calculer la s.c.r. 
(n-) de Y' a partir de celle (rij) de y, par la formule suivante: 

Proposition 1. = + s. 

Preuve. En effet, si h est un polynome homogene de degre s definissant H s , la 
multiplication par h determine un isomorphisme de modules : 

Iy/x[-s] — Iy/x- 

□ 

Le theoreme suivant generalise un resultat de 

Theoreme 4. Soit X C IP n une hypersurface reduite, etYcX une hypersurface 
de X, de s.c.r. (ni). Supposons ni > n,_i + 1. Alors, X = X' U X" , avec X' et 
X' des hypersurfaces de degres respectifs deg(X') = i et deg(X") = s := d — i. 
De plus, si Von pose Y' = Y n X' et Y" = Y f] X" , la s.c.r. de Y" dans X" est 
(jii, . . . , Tid—i)- Celle de Y' dans X' est (no — s, . . . , — s). 

Preuve. Soit (ctj) une base du Rm,— module Iy/x - Considerons la multiplication par 
une forme lineaire T : Ta>i = X]j=o avec tij G Rm- Supposons rii > rii-i + 1. 

Alors la matrice (tjy) doit avoir les termes k<i — l,j>i nuls. En particulier, le 
polynome caracteristique de la matrice (Uj) s'ecrit comme un produit P(T)Q(T), 
oil P(T) est le polynome caracteristique de la sous-matrice (tkj)o<k,j<i—i- Le sous- 
R m — module engendre par cto,...,cti—i est stable par multiplication par T. Le 
theoreme de Cayley-Hamilton nous donnc 

P{T)(a , . . • , Oi-0 = 0, P(T)Q{T)(a , a d -i) = 0. 

Si on choisit un element a de Jy/x qui ne s'annule sur aucune composante de X 
(par le lemme d'evitement), la relation P(T)Q(T)a = nous donne P(T)Q(T) = 0. 
On obtient ainsi une hypersurface de degre d contenant X; comme X est reduite 
de degre d, e'est X elle-meme. Si on pose X' := {P = 0}, X" := {Q = 0}, on a : 
X = X' U X" . D 'autre part, comme ao, . . . , ctd-\ generent Iy/Xi ns generent aussi 
lyn jx" ■ Mais ao, . . . , Oi-i = dans Ax" ■ Done an, ... , Qfd-i sont generateurs de 

ly/X"- On a done - ©^^[-"-j]- 

Enfrn, on a une suite exacte de A n — modules, done de R m — modules : 

Iy/x'M ^r/x Iy/x" -> 0. 
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En effet, soit a € Iy/x- Si a G Ix"/Xi alors a est un multiple de Q, et est done 
dans l'image de Iy'/x'[ s ] ~* Iy/x- Cette derniere application est injective, car 
si Qx € Ix, alors Qx £ Ix>, done, commc P et Q n'ont pas de facteur commun, 
x € Ix> ■ Enfin, il est evident que Iy/x — > W" /x" est surjective, car si x = ymodlx" , 

alors x = a i+1 a i+1 H h ad-iUd-imodlx" , et a i+ ia i+1 H h a d -iad-i € Iy/x 

a pour image x. 

On en deduit I Y > / x > — ©}=o-^n[ n 3 ~~ s \- ^ 

Remarque. La demonstration precedente donne explicitcment les generateurs 
de Iyi/x 1 et de Iyu/x"- De Pay — pour j < i — 1, on deduit atj = Qa'y Comme 
a' , . . . , oi' i _ l sont libres sur R, et qu'ils ont les memes degres que ceux d'une base, 
ils forment une base de Iyi /x> ■ 

Gruson-Peskine ont montre dans [o], pour tout degre a, parmi les sous-schemas 
projectifs ACM de codimension deux non contenus dans une hypersurface de degre 

< d, l'existence d'un sous-schema projectif A minimal, i.e. verifiant (Vi)0y(i) > 
</>a(*) pour tout autre sous-schema projectif ACM de codimension deux, non con- 
tent! dans une hypersurface de degre < d. On donne ici une variante, lorsqu'on 
regarde la famille des sous-schemas ACM de codimension deux contenus dans une 
hypersurface irreductible de degre d. 

Proposition 2. Soit a = sd — r, r < d. Soit A le residuel d'une intersection 
complete (1, r)dans une intersection complete {d, s). Pour tout sous-schema Y ACM 
de codimension deux contenu dans une hypersurface irreductible X de degre d, on 
a : <py(i) > </>a(*)- ^ e P^ us = <M(*) s * £ t seulement si Y est comme A 

residuel d'un sous-schema degenere de degre r de codimension deux. 

Preuve. Soit Y ACM contenu dans une hypersurface X irreductible de degre d. 
Alors soit (no, . . . , n^-i) sa s.c.r. . Tout d'abord, hq > s, sinon Y serait de degre 

< (s — l)d par Bezout. De plus, pour i >> 0, <py(i) > 4>z\(i)- 

Soit (n' , . . . !^_x) 1 & s.c.r. de A dans une hypersurface irreductible de degre d 
la contenant. On calcule la s.c.r. de A a partir de son residuel : on enleve, dans la 
suite (s, . . . , s + d— 1), 1 aux r derniers entiers. De < rij + 1, on deduit alors le 
fait fondamental suivant : si rii < n[, alors rij < n'j pour tout j > i. En effet, il n'y 
a qu'une valeur de i pour laqucllc n\ = n' i+1 . Done, le graphe de (rii) commence 
au-dessus de celui de (rii)', avant de passer en dessous. Considerons la difference 
A™~ 2 0y (I) — A™~ 2 0a(O- On voit que cette difference, qui est l'aire separant les 
deux graphes en-dessous du niveau / + 1 (affectee du signe approprie) est d'abord 
croissante, puis decroissante, avant d'etre nulle. Elle est done toujours positive. A 
fortiori, on en deduit 4>y(i) > <^a(*)- Lorsqu'il y a egalite, on voit que n, = n\. 
En particulier, si on considere le residuel Y 1 de Y dans la section de X par une 
hypersurface de degre s contenant Y, on voit que si r > 0, no(Y') + s + d — 2 = 
s + d — 1, i.e. Y' est degenere. □ 

On peut par le lemme precedent redemontrer la majoration d'Halphen du genre 
des courbes gauches: 

Proposition 3. SoitY une courbe algebrique de degre a dans une surface irreductible 
X de degre d dans IP3. Ecrivons a — sd — r,r < d. Alors le genre arithmetique de 
Y est inferieur a G(a, d) := 1 + sd/2(s + d - 4) - r(s + d - r/2 - 5/2). S'U y a 
egalite, Y est residuelle d'une courbe plane de degre r dans la section de X par une 
surface de degre s. 

Preuve. Soit Iy le faisceau associe a Y, et H un plan generique. La suite exacte: 
— > Iy(l — 1) — * Iy(l) — > IynJ?/fl"(0 — * nous donne : 

H°(l YnH/H (l - 1)) -> H\ly{l - 1)) -> H l (Iy(l)) -» ^(Iynff/ffCO) - 
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d'ou l'on tire ^(Iynff/ff (0) < ^(OyQ - 1)) - ^(Oy^) puisque H 2 {l Y (l)) est 
isomorphe a _ff 1 (Oy(/)). En sommant de I = 1 a oo, on obticnt la majoration 

j2h\i YnH/H (i))<j2h\i 

An/r/ff(0) — C( a ' 

z z 
d'apres la proposition precedente. De plus, s'il y a egalite, on doit avoir que Y D H 
est le residuel de r points alignes dans la section de C = X n H par une courbe 
(dans H) de degre s. Mais la suite exacte implique alors que : ^(lynH/H (0) = 
^(Oyil - 1)) - /i 1 (Oy(i)), ct done que : 

i) i/^Iy^)) = pour tout I > 0, puis 

ii) H°(I Y (l)) —> H°(I YnH / H (l)) est surjectif pour I > 1. Done l'existence d'une 
courbe de degre s > 1 contenant Y n H (mais pas C = XtlH) implique l'existence 
d'une surface S de degre s contenant Y (mais pas C, done pas X). Y verifie 
h}(I Y (l)) = et est done ACM. On voit done que Y realise comme A la fonc- 
tion de Hilbert minimale, et son residuel dans X n S est done degenere. □ 

4. Systemes lineaires sur les courbes algebriques et fonctions de 

Hilbert 

On va s'interesser maintenant plus particulierement au cas ou X est de dimen- 
sion 1 (i.e. est une courbe algebrique) ACM et Y est un groupe de points dessus, 
particulierement pour l'ctude des systemes lineaires sur X. On suppose par la suite 
pour simplifier que Y est defini localement sur X par une equation, i.e. que ly/x es t 
localement principal. Alors, on identifie parfois Y a son diviseur de Cartier associe 
sur A, note [Y]. Deux groupes de points Y et Y' de meme degre a sur X sont 
done lineairement equivalents si les diviseurs de Cartier associes le sont. II revient 
au meme de dire qu'il existe Z sur X tel Y et Y 1 sont les residuels respectifs de 
Z dans les sections de X avec des hypersurfaces de meme degre. On voit alors en 
particulier que Y et Y' ont meme s.c.r. . Le systeme lineaire complet passant pas 
Y est l'ensemble des groupes de points lineairement equivalents a Y sur X. On le 
note |y|. On note Ox(Y) le faisceau sur X dont la fibre en x est l'ensemble des 
fonctions rationnelles, dont la multiplication par un element de ly,x est reguliere 
en x. La dimension de |F| est h°(Ox(Y)) — 1. 

Theoreme 5. Soit X est une courbe de Gorenstein. On a rid-i < m^-i + s, avec 
egalite ssi Y est section de X par une hypersurface de degre s. 

Preuve. Supposons n^-i > nid-i + s. Alors, le termc (s + rrid-\ — 1 — "d-i)+ 
dans <py(s + rrid-i — 2) est nul, et done 0y(s + m^-i — 2) < degiY), ce qui im- 
plique h}{l Y {s + md-i - 2)) ^ 0. D'autre part, X est ACM done ^(IxQ)) = 
pour I > 0, et done H 1 (Iy(s + ma-i)) ~ H 1 (l Y /x{ s + m d-i))- Dc plus, comme 
ld x x ~ Ox(m,j_i — 2), la dualite de Serre nous donne ff 1 (Iy/x( s + m d-i — 2)) ~ 
H (l Y , x (—s)). Mais le faisceau I Y / X est isomorphe au fibre lineaire defini par lc 
diviseur [F]associe a Y, et 1 Y ^ X (— s) ~ Ox([^] — [H s ]), ou H s est une section de X 
par une surface de degre s. Le diviseur [Y] — [H s ] est de degre negatif — r; il ne peut 
avoir de section globale que si il est trivial, auqucl cas Y est comme H s section de 
X par une surface de degre s, puisque H 1 (Ix(s)) = 0. De plus, dans ce cas, on doit 
avoir r = 0. □ 

Corollaire 7. Soit X un sous-schema projectif irreductible de Gorenstein de di- 
mension m et de degre d, de suite caracteristique {mi). Soit Y C X une hyper- 
surface ACM, localement principale, de s.c.r. (rij), de degre a := sd — r,r < d. 
nd-i < vrid-i + s , avec egalite ssi Y est section de X par une hypersurface de degre 
s. 
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Preuve. On se ramene au cas ou X est une courbe, en coupant par un sous-espace 
lineaire generique H de codimension m — 1. En effet, les suites caracteristiqucs 
(absolues et relatives) ne sont alors pas modifiees. En particulier, si Y n H a le 
caractere d'une section dc X n H par une hypersurface de degre s, alors, Y a la 
meme s.c.r. dans X, ct est done lui-meme section dc X par une hypersurface de 
degre s. □ 

Les enonces donnes ici sur les systemes lineaires reposent sur le lemme fonda- 
mcntal suivant : 

Lemme 12. Soit X de Gorenstein. Alors dim(\Y\) = a — 0y(m<i_i — 2). 

Preuve. Le theoreme de Riemann-Roch generalise nous donne, pour un diviseur Y 
sur X : h°(Ox(Y)) = a + 1 — p a + i(Y), ou p a est le genre arithmetique de X ct 
i(Y) la dimension dc iJ 1 (Ox(i^)), ou encore de ~ H°(uj x (—Y)) d'apres la dualitc 
de Serre. Mais ici, comme X est de Gorenstein, H°(cj x (—Y)) ~ ff°(Ox(md-i — 
2)(-y)). Un clement de i7 (O x (m d _i - 2)) apparticnt a H°(O x (m d - 1 -2)(-Y)) 
ssi il s'annule sur Y; done egale rgk(Iy/x ( m d-i — 2)). On trouve done bien 
dim^Y\) = a-<j)Y{m d - 1 -2). □ 

On se donne pour commencer un courbe plane irrcductible X de degre d, et un 
groupe de points Y de degre a sur X. On pose a := sd — r, avec r < d. Soit A 
le residuel de r points alignes dans l'intersection dc X avec une courbe de degre s. 
On a vu que 4>/\ est minimale, dans le sens ou <j>y{i) > 4>A{i) pour tout i. On a par 
ailleurs toujours 0y(i) = <M(*) pour i < s, ou i > s + d— 3. La proposition suivante 
analyse ce qui se passe dans le cas ou l'egalite se produit avec s<i<s + d — 3. 

Proposition 4. Si pour un certain entier i compris entre s et s + d — 3 on a 

4>y(i) — <M(i), alors : 

i) Si i > s + d — r — I, alors n t = m t pour tout t > d — r (alors, (Vj > 
s + d + r-l)<p Y (j)=<f> A (j)); 

ii) Si i < s + d — r — 3, on a n t = m t pour tout t < d — r — 1 (alors, (Vj < 
s + d-r-l)(j) Y {j)= ( j> A {j)); 

Hi) Si i = s + d — r — 2, alors: 

ou bien n t = m t pour tout t < d — r — 1 (auquel cas < s + d — r— l)(/>y(j) = 

ou bienn t — m t pourtoutt > d—r (auquel cas (Vj > s+d— r— = <j)^{j)). 

Preuve. Supposons <j>Y(i) = </'a(«) pour un certain i,s<i<s + d — 3. On appellc 
(n,) la s.c.r. de Y et (n-) celle de A. 

Supposons qu'il existe j tel que rij ^ n'j . On a vu que si nj < n'^ , alors n; < n{ 
pour / > j. D'autre part, '^2 l (n; — n[) = 0. Le plus petit entier j tel que nj =/= n'j 
doit done etre tel que nj > n'j. Mais ^ z (m — n[) = nous montre qu'il existe 
alors un autre j tel que rij < n'j. Si les deux suite (rij) et (n-) sont distinctes, on 
voit done que le graphe de (rij) doit d'abord passer strictement au-dessus de celui 
de (n'j ) , puis strictement en-dessous (mais ne peut plus alors retourner strictement 
au-dessus). 

D'autre part, si nj < n'j, on doit meme avoir n; < n\ jusqu'a I = d — r. 

Supposons que i < s + d—r — 2. Alors, de rij < n'j = i, on deduit rij+i < n'j +1 = 
z + ce qui implique <j>y(i + 1) < <j>A (i + 1), ce qui est impossible d'apres ce qu'on 
a vu. Done : pour n'j < i, on a nj = n'j. 

Soit jo le premier j tel que nj ^ n'j . On a vu que nj > n'- . Mais cela ne peut 
arriver que si jo > d — r, puisquc nj ne peut avant augmenter plus vite que n'j. On 
a done n t = n' t pour t < d — r — 1. 



14 



FABRE 



On en deduit : (Vj < s + d- r - 2)(f> Y (j) = (/>a(j)- 

Supposons maintenant i > s + d — r — 1. Dc 4>y(i) = 0a(*), on deduit que la 
somme Y] ■ (i + 1 — nj)+ — (i + 1 — ^)+ est nulle. Supposons nj < pour un 
jo > d — r. Alors on aurait encore rij < n'j pour j > jo- Mais alors la somme 
precedente ne peut pas etre nulle. On a done rij — n'j pour j > d — r. 

On en deduit (Vj > s + d — r — l)^y(j) = 4>a(])- 

Enfin, supposons i = s + d — r — 2. 

Le premier cas possible est lorsque = ti^- pour n'j < i + 1 . Dans ce cas n t = n' t 
pour i < d — r — 1 . 

Si ce n'est pas le cas, il existe jo tel que n'j Q < i + 1 et n JO < . Mais alors 
rij < n'j pour j > jo qui implique, comme J2j (i + 1 — n j)+ — (« + 1 — n 'j)+ es t nu l> 
que nt = n' t pour t > d — r. 

Dans le premier cas, (Vj < s + d — r — 2)0^(j) = 0a (j), dans le deuxieme 
(Vj > s + d — r — \)4>y (j) = 0A(j)- Les deux cas sont reunis lorsque 4>y — 4>A, cas 
ou y est comme A residuel dans la section de X par une courbe de degre s d'un 
groupe de r points alignes. □ 



On retrouve par le theoreme precedent la description geomerique des systemes 
lineaires de dimension maximale pour un degre a donne sur une courbe algebrique 
plane de degre d, etablie par Ciliberto dans 0] pour les courbes lisses: 

Corollaire 8. Soit a = sd — r, avec r < d. Si s > d — 2 tous les systemes lineaires 
complets de degre a ont la meme dimension, a — p, avec p = (d — l)(d — 2)/2. Si 
s < d — 2, posons r(a) = s(s + 3)/2 — r si r < s + 1, et r(a) = (s — l)(s + 2)/2 si 
r>s + l. 

Alors la dimension de tout systeme lineaire de degre a est inferieure a r{a). 
Supposons qu'il passe par Y un systeme lineaire de dimension r(a). Alors : 

i) Sir < s, Y est residuel d'un groupe de r points dans I'intersection de X avec 
une courbe de degre s; 

ii) Si r > s + 2, Y contient I'intersection de X avec une courbe de degre s — 1; 
Hi) Si r = s + I, 

ou bien Y est residuel d'un groupe de r points dans I'intersection de X avec une 
courbe de degre s; 

ou bien Y contient I'intersection de X avec une courbe de degre s — 1. 

Preuve. L'egalite G?im(|Y|) = r(a) equivaut a ^y(d - 3) = 4>a (d — 3). Supposons 
a < d(d — 3). Si r > s + 2, on deduit de la proposition precedente que n^-i = 
s + d — 2, nd-2 = s + d — 3, . . . , n^-r = s + d — r — 1,.... Cela signifie, comme 
s + d — r < d—2, que la suite caracteristique absolue de Y , obtenue en supprimant 
les doubles, a un trou entre n' d _ s+1 — n^-s+i = d ct nd~ s < d — 2. 

D'apres ce qui precede, on en deduit que Y contient un groupe de points Y', 
section de Y avec une courbe X' de degre s — 1, Y' ayant pour s.c.r. (s — 1, . . . ). 
Mais la section de X par X' contient Y' ct a la meme s.c.r. , done est egale a Y' . 
Done Y contient Y' , section de X avec une courbe X' de degre s — 1. 

Si r < s, on deduit de la proposition precedente que nj = n'j pour j < d — r — 1. 
Done no = s, et Y est contenu dans une courbe de degre s, done dans la section de 
cette courbe de degre s avec X. 

Si r = s + 1, il y a deux cas possibles. 

Dans le premier cas, rij = n'j pour j < d — r — 1. Alors Y est contenu dans la 
section de X avec une courbe de degre s. 

Dans le deuxieme cas, nj = nrij pour j > d — r + 1. Dans ce deuxieme cas, on 
voit pour la meme raison que ci-dessus que Y contient I'intersection de X avec une 
courbe de degre s — 1. □ 
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Remarque. 1. Lorsque r = s + 1, Y satisfait les deux conditions: contenir la 
section de X avec une courbe de degre s — 1, et etre contenu dans la section de X 
avec une courbe de degre s, ssi Y est comme A, residuel de r points alignes dans 
la section de X avec une courbe de degre s. 

2. Supposons Y contient la section de X avec une courbe de degre s — 1, et soit 
Y' le residuel (de degre d — r) de cette section dans Y. Alors, Y' est la partie fixe 
du systeme lineaire \Y\. Supposons Y contenu dans la section de X par une courbe 
de degre s, et soit Y" le residuel (de degre r) de Y dans cette section. Si r < s, le 
systeme lineaire \Y\ n'a pas de point fixe. Si r = s + 1 mais que Y" n'est pas aligne, 
alors \Y\ n'a pas de point fixe. 

Soit X C P„ une courbe algebrique irreductiblc. On voudrait voir ce qui arrive, 
lorsqu'on "ajoute" a un groupe de points fclrai autre groupe de points Y" C 
X, pour obtcnir un groupe de points Y C X, comment se transforme la s.c.r. 
lorsqu'on passe de Y' ((n'A) & ^ (( n »)); en fonction de Y". 

Observons qu'on peut ajouter a Y' respectivement deux groupes Y" et F 2 ", avec 
des s.c.r. distinctes, mais obtenir pour Y\ = Y' U Y" et Y 2 = Y' U Y" 2 " les memes 
s.c.r. . On nc peut done pas en general calculer la s.c.r. de Y" a partir de celles 
de Y = Y' U Y" et Y', comme on l'a fait lorsque Y' est une section de X par une 
hypersurface de P„. 

En general, lorsque Y" est un point, i.e. qu'on passe de Y 1 a un groupe de points 
Y sur X contcnant Y' dont le degre est plus grand d'une unite, on "ajoute une 
case" sur le graphe de la fonction i h» nj, graphc que Ton peut voir comme une 
superposition de cases, a un certain niveau (si plusieurs valeurs successives de la 
suite (rij) sont egales a un entier I, l'ajout de case au niveau I se fera pour la 
dcrnicre valeur de i pour laquelle rij = I). Cet ajout doit se faire de sorte que 
l'inegalite n*+i < rij + 1 reste verifiee; seuls certains "ajouts de case" correspondent 
a un "ajout de point". 

On definit pour chaque degre i le groupe de points Yj, sur X defini par l'ideal 
de Ax, contenu dans Iy/x, que Ton obtient en ne conservant comme generateurs 
que les polynomes homogenes de Iy/x de degre < i. On a done Y no+s = Y C • • • C 
Y no+ i C Y no , ou Ton suppose que Iy/x est engendre par des polynomes de degre 
<n + s. 

Proposition 5. Un ajout de case sur le niveau n + i + 1 correspond a "ajouter 
un point aY" ssi Y na+ i + \ C Y na+ i est une inclusion stride; on peut alors ajouter 
une case au niveau hq + i + 1 en ajoutant a Y un point de Y no+ i — Y„ 0+ j + i. En 
particulier, si Von ajoute dY un point en dehors de Y no , on ajoute une case sur le 
niveau de base n - 

Preuve. Soit ao, ai, . . . , ctd-i les generateurs de Iy/x comme R\— module. Alors 
Iy no+i /x(l) = Iy/x (I) pour / < n + i. Supposons que Y na+i+1 C Y na+l est une 
inclusion stricte. Soit Y' un groupe de points de degre deg(Y) + 1, contenu dans 
Y no+i mais pas dans Y no+i+1 . 

II existe un polynome de degre no + % + 1, s'annulant sur Y no+i+ i mais pas sur 
Y'. D'autre part, en degre I < n + i, les polynomes de Iy/x, Iy na+i /x, °t Iy/x, 
sont les memes. 

Soit (n-) la s.c.r. de Y' . On a : rg k {Iy = r 9k{Iy/x{l)), done J2i=o ( l + 1 ~ n i)+ = 
12i=o + 1 — n 'i)+ pour I = no + i. D'autre part, pour I = no + i + 1, l'inclusion 
Iy/x{l) C Iy/x (0 es t stricte, done 

d-1 d-1 

£(J + l-n0 + >X;(/ + l-n5) + . 

2=0 2=0 

Done, on passe de (n^) a (n-) en ajoutant une case sur le niveau no + i + 1. 



16 



FABRE 



D'autre part, supposons qu'on ait l'egalite Y no+i+ i = Y no+i . Soit Y' un groupe de 
points obtenu a partir de Y en lui ajoutant un point, et tel que Y^ Q+i = Y no+i . Alors 



Pour ajouter une case sur lc niveau nj, il faut d'apres l'inegalite n i+ i < m + 1, 
si j > 0, que l nj > 2. Cette condition necessaire n'est pas toujours sumsante. 
Neanmoins on peut montrer: 

Lemme 13. Soit (jii) la s.c.r. de Y. Soit j le premier entier tel que nj — %+i- 
Alors il existe un groupe de point Y' sur X contenant Y, de degre deg(Y) + I, tel 
que la s.c.r. (n^) de Y' soit obtenue a partir de celle de Y en ajoutant une case sur 
le niveau nj . 

Preuve. Soit j l'entier donne dans Penonce. Alors on peut choisir Iyix, a o (de 
degre no), ct\ = Yiolq,. . . ,Q.j-\ = Y^ x olq. Ainsi, en degre nj—i, l'idcal Iy/x es t 
engendre par ao- En degre nj, ce n'est plus le cas puisque nj = rij+i. Ainsi, Y nj 
est strictement inclus dans Y no (tout en contenant Y). On peut done trouver un 
groupe de points Y' de degre deg(Y) + 1, contenant Y, contenu dans Y na , mais 
pas contenu dans Y nj . Alors, la s.c.r. de Y' est obtenue a partir de celle de Y en 
ajoutant une case sur le niveau rij. □ 

Remarque. Ce n'est pas parcequ'un niveau est de largeur > 1 qu'on peut tou- 
jours rajouter une case dessus. Soit X une sextique plane. Soit Y donne par 5 points 
aligncs sur X ct 4 points generiques sur X. Y a alors comme s.c.r. (3,3,4,4,5,5). 
La s.c.r. (3,3,4,5,5,5) est obtenue par la reunion Y' de 9 points sur une section 
coniquc de X ct d'un point generique de A. II n'est pas possible que Y soit contenu 
dans Y' . Done, la possibility d'ajouter un point sur un niveau (qui, s'il n'est pas le 
"niveau de base" no, doit etre de largeur > 2 pour cette possibility) nous donne de 
l'information sur Y . Dans l'exemple precedent, ou X est une sextique plane, si Y 
est la reunion de 8 points d'une section conique et d'un point generique de X, Y a 
encore comme s.c.r. (3, 3, 4, 4, 5, 5) et il est possible de former la s.c.r. (3, 3, 4, 5, 5, 5) 
en ajoutant a Y l'un des 4 points restants de la section conique. 

Soit (rij) la s.c.r. de Y dans X. On a vu que rij > i, et si X est irreductiblc, 
n-i+i < rii + 1. On peut montrer le theoreme suivant : 

Theoreme 6. Soit X une courbe irreductiblc de IP2, de degre d. Pour toute suite 
{ni)o<i<d-i verifiant n; t > i,rii < rij+i < rij + 1, on peut construire sur X un groupe 
de points Y sur X ay ant (rij) pour s.c.r. . 

Preuve. La demonstration se fait par recurrence sur la somme X^o* ( n * ~ *)> 1° 
degre de la suite (rij). L'enscmble vide realise la suite rij := i. Supposons que toutes 
les suites verifiant rii > i,rii < rij+i < nj + 1, XiLn 1 ni — i ~ a soient realisces. Soit 
une suite {rii) de degre a + 1. On considere le premier entier i tel que n,+i = n,. S'il 
n'y en a pas, la suite est de la forme = n + i; elle est realisee par la section de 
X avec une courbe de degre hq la coupant proprement. Sinon, un tel entier existe, 
on l'appelle j; on construit une nouvelle suite n\ en posant n[ = n-i, sauf si i = j, 
ou n'j := rij — 1. 

Alors J2 i (n[ — i) = a, et d'apres Fhypothese de recurrence on peut realiser la 
suite (n'i) pour un groupe de points Y' C X. D'apres le lemme precedent, on peut en 
ajoutant a Y' un point, obtenir un groupe de points Y dont la s.c.r. est precisement 
(rij), ce qui termine la demonstration. □ 




na+i+l 



no+i+1) e t 



□ 
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5. Questions 

Soit X une courbe plane de degre d rrid-i = d — 1, ct Fun groupe de points 
localement principal sur X. Pour tout s, soit r(sd) la dimension du systeme lineaire 
de degre sd dcfmi par les sections de X avec les courbes de degre s. On a r(s) = 
s(s + 3)/2 si s < d. On a montre ci-dessus l'enonce precedent: 

Pour tout s < rrid-i — 2, et tout Y de degre sd sur X, dim(|Y|) < r(sd), avec 
egalite ssi Y est la section de X avec une hyper sur] ace de degre s. 

On demande si cet enonce reste valide dans le cadre plus general oil X est une 
courbe de Gorenstein dans P„. II le serait si on pouvait demontrer la conjecture 
suivante: 

Conjecture. 

Soit X C P„ de Gorenstein. Soit A la section de X par une hypersurface de 
degre s. Alors, pour tout groupe de points localement principal Y de degre sd, on 
a 4>y{1) > <M(0 pour tout I. De plus, l'ensemble des I tels que (fry (I) 7^ <M(0 es t 
connexe. 

II decoule de ce qui precede que si <py{l) — 4>\{l) pour tout I, alors la s.c.r. (n^) 
de Y est la meme que cellc de X et done Y est la section de X par une hypersurface 
de degre s. 

Supposons que la conjecture est verifiee. Soit done Y de degre sd sur X, avec 
s < md-i — 2. Si dira(|Y|) = r(sd), alors <f)y(md-i — 2) = 4>\(m,d-i — 2) d'apres ce 
qu'on a vu. Mais alors, les fonctions de Hilbert sont egales avant ou apres, puisque 
l'ensemble des I tels que 4>y{l) ^ 4>a(1) est connexe. Si elles le sont avant, Y verifie 
n = s, et done Y est section de X par une hypersurface de degre s. Si elles le sont 
apres, alors, nd-i — m^-i + s. Mais alors, on a vu ci-dessus que dans ce cas aussi, 
Y est section de X par une hypersurface de degre s. 

On espere pouvoir trouver des proprietes de la s.c.r. n, qui nous permettent de 
montrer la conjecture precedente. 

Appendice 

Sous-schemas lies et residuel 

Soit X ct X' deux cones de A n+1 ; on suppose Z = Ix H lx<- Alors on a un 
morphismc de A n — modules I' x — > HorriA n {Ix , Iz)- On dit que X et X' sont lies, 
et que X' est residuel de X dans Z, si ce morphisme est un isomorphisme. 

Theoreme des syzygies gradue 

Etant donne un A n — module gradue de type fini M, on considere une suite exacte 

- L - ®f;^A n [-i s ] ej-o^l-io] — > M — > 

Alors, le theoreme des syzygies gradue dit que si s > n, L est un A n — module libre 
gradue. 

On en deduit: 

Lemme 14. Soit X un sous-schema projectif ACM de dimension m. On se donne 
m + r formes lineaires lineairement independantes Yq,..., Y m+r , dont I'annulation 
definit un sous-espace projectif ne rencontrant pas X . Soit R m+r = k[Yo, . . . , Y m+r ]. 
Alors pour toute suite exacte : 

0->L-> ® d i L- 1 R m+r [-m^ s ] -> ► ®iLo 1 R m +r[-m ifi ] -» A x -» 

avec s > r, L est un R m+r -module libre. 

Preuve. On fait recurrence sur la dimension m. Le cas de m = — 1 decoule directe- 
ment du theoreme des syzygies gradue. Supposons que le lemme soit vrai en dimen- 
sion m — 1. Soit Zq, . . . , Z m m + 1 combinaisons lineaires des Yj ne rencontrant 
pas le support de A (il suffit de choisir des combinaisons k— lineaires generiques). 
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Alors, (Zi, . . . , Z m ) est une suite reguliere dans Ax- On applique a la suite exacte 

-» L -» e?;~ofim+r[-*.] -» ► ©*=0^+r[-*0] ~» 4* -» 

le foncteur (3n m+r R m+r /Z m R m+r ; la multiplication par Z m est injective dans 
Ax- Alors, un calcul de rang sur k des k— espaces vectoriels nous montre que 
bicn que le foncteur ne soit pas exact a gauche, il conserve ici la suite exacte. 
De plus, (Zq, • • • , Z m -i) forme une suite reguliere pour X n {Z. m = 0}. On peut 
done appliquer l'hypothese de recurrence sur m. Le fait que L/Z m L soit librc sur 
R m+r /Z m R m+r nous montre alors que L est libre sur R m + r - □ 
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